b

Derivadas das funcoes
de uma variavel

Ap6s o estudo deste capitulo, vocé estard apto a:

D Conceituar derivada
D Ensinar as regras de derivagdes
D Apresentar aplicacdes a economia e administragao

: Definicao de primeira derivada

Seja uma funcéo y = f(x), definida em um intervalo onde ela é continua. Atri-
buindo a x um acréscimo arbitririo Ax (positivo ou negativo), a fun¢do variard,
sofrendo um acréscimo Ay (positivo ou negativo). Tem-se:

v+ Ay =f(x + Ax) = Ay =f(x + Ax) —y

como y = f(x), tem-se:

Ay = f(x + Ax) — f(x)

Seja a relacdo entre o acréscimo da fungdo e o acréscimo da variével dada por
Ay _ f(x + Ax) — f(x)

Ax Ax

Quando Ax — 0, essa relacdo pode tender para um limite determinado, consti-

tuindo o que se denomina a fungao derivada de y = f(x), que pode ser representada
por f’(x) . Entdo, por definicdo, a derivada da funcao y = f(x) é:

(ﬂ) L f(x + Ax) — f(x)

lim

lim = f’(x), desde que o limite exista.

Ax—+0 Ax
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As notagdes utilizadas sio:

y’ ou f(x) ou dﬂxzou df{(x)

X—*a I{_a

o

A fungio y = f(x) é derivével ou diferencidvel no ponto x = 3 quando admite de-
rivada nesse ponto. A funcdo y = f(x) é derivdvel em um intervalo quando for

derivivel em todos os pontos do intervalo.
A fungio y = f(x) é derivavel 3 direita do ponto x = g, quando

f; (a) = lim tx) - fa) existe.
™l XxX-—3

=

A fungdo y = f(x) é derivavel 3 esquerda do ponto x = a, quando

r
£ () =lim{ 22 =f@ | e
Xx—a x_a

Quando as derivadas 3 direita e 3 esquerda do ponto x = a existem e sio Iguais,
a fungdo € derivavel nesse ponto.
»

Se uma fungio é diferencigvel em X = a, entao ela é continua nesse ponto.

Interpretacdo geométrica da derivada

Seja y = f(x) uma fun¢do definida no intervalo (b,c), seja a um ponto per-
tencente a esse intervalo e suponha que a funcio seja continua em a. Seja x um
ponto pertencente 2 vizinhanga de a. Tomemos dois pontos, P e Q, de coordenadas
(a,f(a)) e (x,f(x)), respectivamente, conforme apresentado no gréfico a seguir.

e 4 1 e s 2 N
f(@a)p-eeev--- >

0 a X
Grifico 6.1: In terpretacio geométrica da derivada
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r D

y = f(x) e tem coeficiente angular dado por

Ay f(x)-f(a)
m —_ —l
Ax x-a i
S a, 0 ponto Q se aproxima do ponto P e a reta secante se transéf::;:ila nz :e
X a, | :
tang:ute A curva y = f(x) no ponto P. O coeficiente angular dessa reta p

. (E}:_ I_Ll'ﬂ [f(x} - f{ﬂ.)] - f:(a)
x—*a | Ax x—*a X—a |
O valor da derivada da funcio no ponto x = a representa o coeficiente angular

da reta tangente a curva da fungao y = f(x) no ponto x = a.

Im —

» Exemplo 6.1 ¢
Determine a primeira derivada da fungdo y = 7x + 5.

f(x + Ax) — f(x) (7(x + Ax) + 5) = (7x + 5)

¥ = AX Y =25 Ax
.. TX+T7AX+5-7x-5 o o wlim T

}'zgﬂlﬂ Ax Ax—0

» Exemplo 6.2

ao y = 3x*? - 1.
Determine a primeira derivada da fun¢do y = 3x" + 10x
(3(x + Ax)? 4+ 10(x + Ax) = 1) — (3x* + 10x - 1)

Y=y Ax
3(x2 + 2x Ax + Ax?) + 10x + 10 Ax— 1 - 3x* — 10x + 1
y=i5 =
6x Ax + 3Ax* + 10Ax
y = lim =
I e i m)—*y’:lim{ﬁx+3ﬁx+ 10) = 6x + 10
Yj:éx@ﬂ Ax Ax—+0

Formulas para derivacao

' i¢a ivada.
Na pritica, as derivadas sdo obtidas a partir da defini¢do de deriva
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Funcao constante

d
Yy=6¢ Uﬂde C é constante = —Y- = 1)

dx

D Exemplo 6.3

=6I-I'd_}r=0
y dx

Funcao poténcia

y = X%, onden € R = ilf_,:nx,._.

dx

» Exemplo 6.4
d

Y=K'*—?~=x‘"'=x°=l

dx

D Exemplo 6.5
dy 4 4

T D MR o L [P S
y B - ?r

Produto de uma constante por uma funcao diferenciavel

y = ¢ f(x), onde ¢ € constante => f_i}; =cf'(x)
D Exemplo 6.6

y=3x=> %= 3

» Exemplo 6.7
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Adicao e subtracao de funcoes diferenciaveis

y=u+v+w onde u = f(x); v = g(x); w = h(x)
dY,_iiE dv dw
=" dx x| dx

) Exemplo 6.8

y=5f+3x+1—*ad-xz=5'2xl"l+3=1ﬂx+3

» Exemplo 6.9

Y — ?xlﬂ + x”’ﬂ - &Y: '?_,_xlf?--l + _x”ﬂ—l — Ex_ — _i;- _é_

Produto de duas fungoes diferenciaveis

y dv _du
y = uv, onde u = f(x) ev=g(x) =* E=ud—;+v£

» Exemplo 6.10
y=(x*+ 3)(x2+ 1)
du

1;t=1r;"’+3--""-5{~=3:{1

X 1-*‘}1-2}(
v=Xx*+ e

%= (x* +3)2x + (x* + 1)3x*

o 2ep &Y — 550 4 332 + 6x
E—2f+61+3f+3}[*d1

» Exemplo 6.11
y=(3x+ 4)(4x + 1)(X* + 4)

5 i
R=3x+ i
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» Exemplo 6.16
y=x(2x + 3)7?
A fungdo € o produto das fungdes u = x* e v = (2x + 3)2

Para calcular a derivada de y, % » usa-se a férmula do produto de duas fungges:

du _ . dv
= 3x? EE =-2(2x+3)22 =-4(2x + 3)
=x(—4(2x + 3)) + (2x + 3)2(3x?)

ot 4
dx
dy
e 4x°(2x + 3) + 3x*(2x + 3)2
dy

- 4x’ " 3x?
dx (2x+3)° (2x+ 3)?
dy= —4x° +3x%(2x + 3) -4’ +6x° + % *+ 9%

dx (2x + 3)? - (2x+3) (2x + 3)°

Exercicios resolvidos

Calcule a primeira derivada em relagdo a x para as seguintes fun¢des y =f(x):
D Exercicio 6.1

y=3x'+4x*+ 3x + 1
Solucao:

dy
—CTI-— 12x° +8x+ 3

P Exercicio 6.2
y=(4x>+7x-1)*
Solugdo:

dy

3= 440 + 7x- )H(12x + 7)

d
= (48X + 28)(4x’ + 7x— 1)
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) Exercicio 6.3
y=(2x + 7)%(4 - 2x)’
Solucao:
j":ﬁ (2x +7)%3(4 - 2x)*(-2) + (4 - 2x)°2(2x + 7)2
%: - 6(2x + 7)*(4 - 2x)* + 4(4 - 2x)*(2x + 7)
% =—6(2x + 7)*(4 - 2x)* + (8x - 28)(4 - 2x)°
dy _ 2(_90x —
o (2x + 7)(4 - 2x)*(—20x — 26)
D Exercicio 6.4
_[x+4)*
g Xx—-7
Solugao:
dy 2[x+4] ((1—7)1 —(x+4)l]
dx i X (X— 7)2

dy (x+4] [x-?-x—4]
dx “\x-7 (x—7)*

dy 2x+8 (_ 11 )_*d}fz—ZZx—BB

dx x-7 (x—-7) dx (x-7)°
P Exercicio 6.5
_ (3x+2)\2
'S Cax+1)®
Solugio:
(- 4x + 1) = (3x + 2)23 — = (= 4x + 1)V( 4)(3x + 2)12
dy 2 3
dx [(—4x + 1)¥°)?
3 8
—(-4x+ D B3x+2)"2+—(3x+2)"2 (- 4x+ 1)7
dy 2 3
dx (—4x + 1)¥
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d
U=X+3x=>—=2x+3

dx

W=x+4=> __ _ 3.2

) I Ix v::x—l-hj—::l
| Ey=u?£+uwj{+wdi ﬂr_(1—1)(Zx+3)—-(f+3x)1_hﬂa‘_?.x“+3x—2x-3-x2—3x
| ; dx dx (x—1) dx (x—1)2

g
| E;:——-{3x+4)(4x+ 1)3x* + (3x + 4)(x* + 4)4 + (4x + 1)(=* + 4)3 dy _x*-2x-3
dx X —1)?

iiz‘(12:~:3+3 .

f' e x+16x+4}3x=+(3x4+12x+4r‘+16)4+(4x‘+16x+x’+4)3

Derivada da poténcia de uma funcéo

d
’ }{ y=u"ondeu=f(x),n ER = %—J};:nu""gu
| Quociente de duas fl.ll'll;ﬁES d iferenciéveis Observagdo: se u = x, tem-se a derivada da funcio poténcia.
Jdu dv ) Exemplo 6.14
u —_-1u—
u=x3+3;n=4*%=3x3
| D Exemplo 6.12 | H
| x*+ 7 dy _ 3)¢ dY _ ox2 4 33
, y=X 1= 402+ 3)71(3) = T = 12000 + 3)
Sk "‘g‘;‘l=41’ ) Exemplo 6.15
| x-3)°
V=x=> ézzx y= x-l-..r;
-3
d}’_xz(4x’)—(x4+?)zx dv  4x5 — 245 _ u=:'{ ‘n=>5
dx [y ﬂd—%{r: 2;5 ax L, dy_ 20— 4x x+4
d - ¥ dll_(K+4)1—(1—3)1_x+4—x+3_ 7
1 dy [x-3]f>l( 7 ]_ 35 (1—3]“
= -|= | e
'Exﬂmpluﬁ.l.?u jx 35(}(4';1)* (I+4) (1’+4) Xx+4
x* + 3x y _ 35(x-
i X~—1 dx (x+4)°
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P Exemplo 6.21

xr x

=In

r x*

i ==che=i ] =

3 A
dy 1

+
5 1

1

ix 2 ©

xl

+
3

+
5 1

(x* + x) =

du=x*+x

dy 1 1

2 2X+32+6

6

dy  3(x*+x) dy 3x* + 3x
= — .
dx 2x*+3x*+6

(A)y=a%a>0ea=1l —*%=3“lna—-

(B)y=e"

» Exemplo 6.22

y = 5%+

dx 2x+3x2+6

Funcdes exponenciais

du
dx

u=2x+l-*q—l£—2e =3
dx -t

dy d
— h“'l - — & +
] 5 11152--1'--I = 2.5%+|n 5
P Exemplo 6.23
du

u=>5 ——?-*—12

X 5
dy _ dy
— =i, —_—— X~7
] e 5'-4"*1 = 5’

(x* + x)

) Exemplo 6.24

EII+4I+5
Y= x

dy _ xe“ % (2x + 4) — 3 |
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dx x*

dy e+ (2x2 + 4x — 1)
dx S

Funcao elevada a funcao

y = u’ onde u = f(x) e v = g(x) sdo fun¢des diferencidveis em x:

L ""ﬂ+u"lnud—v

g dx dx

D Exemplo 6.25
y=(x+ 3)"1

dy
dx
dy
dx
dy
dx

Yo 2 (2 +3)7 3¢ + (2 + 3 In(x + 3)(2x)
L= 3¢ (0 + 3)% 4 2x(2 + 3 In(x° + 3)

—E=x( + 377 [3x° + 2(* + 3) In(x* + 3)]

Ou, aplicando logaritmo neperiano a fungéo e derivando os dois lados:
y=(+3) = Iny=In(+3)* = Iny=x*In(x’ + 3)

1 dy

= In(x* + 3) 2x + x*

2(x* + 3)In (x4 3) + 3%°

1

31
X +3 e

**::|r—‘ =<
e &

xX°+3
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dy 12x + 41

a: 6(_.4_x+ 1)513(33_}*2)”1 - :]_n -+d‘}r: ]. -dl.l_
; s oe y e du u clx
D Exercicio 6.6
5 | 3 D Exemplo 6.17
'S 7x+ 2 . y=log(3x+4)
Solucio: E du
i =3x+4=>—=3
2 . dx
& (7x +2)232 — 21—3—(7;: +2)157 dy loge 3 dy 3loge
Ty (7x 7 257 dx 3x+1 dx 3x+1
275 4 g0 2K i

q X+ 2)¥ = — (7x + 2)-1 | P Exemplo 6.18

y_ 3 Ldy  lax+12 In(-7x + 4

dx (x4 7 dx 3(7x +2)" === j; :

D Exercicio 6.7 =-7X+4=> d—u~ =7

y=(x+1)(2x* + 4x - 5)° | . “

SOlugﬁﬂ: d}’ - 1 . 1 . (_?J . ﬂ s =4
dy dx 5 -7x+4 dx -35x+ 20
o~ X+ 1)5(2%° + 4x~ 5)4(4x + 4) + (2x2 + 4x — 5)°]

q » Exemplo 6.19
*—Y: 2 a -

3= (5X+5)(4x + 4) (2% + 4x— 5)% + (2x¢* + 4x — 55 v =log [41 + 3]

X
dy ;
-a;: (23{ +4x_5)4{22x2+44x+ 15) 4x + 3 d}" 1{'4—(4]{‘!' 3:|1 3
= - —: = ——
X dx X’ =

dy loge (3)_  3loge _ 3loge
dx 4x+3 2] x(4x+3) 4x® + 3x

x,

dy loge du | | y = log’(3x* - 5)
& u F ‘
u dx : T3 log*(3x*-5) 5" 6x
" i | - - dx 3x*-5
notacao aqui utilizada é: 3
log x = logari § dy 18x1
g X = logaritmo na base 10, - 9 L K log*(3x* - 5)

In x = logaritmo na base e ax - 3x*-=5
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e T

dy X : .
=y S53 [3x* + 2(x° + 3)In(x? + 3)]
comoy=(x’+ 3)"1, tem-se:

dy x(x’+ 3)<
dx x*+3

[3x° + 2(x* + 3)In(x® + 3)]

d
}Tx}:= X (x> + 3)°[3x + 2(x + 3)In(x’ + 3)]

» Exemplo 6.26
Y - (311):114-[
du

u=3x’=»—=6x

dx

dv .
v ==t = d_x= e 1.2 = petx+i

d + P

Ei-: p2x+] (3:(::).:3‘ "1 6x + (3xz)e2‘ tln(?ﬂ{z) 7 e2x+]
dy . +1 2 2x+1 -} 2x+1

T 6x e**!(3x?)¢ + 2™ (3x2)< In(3x?)

2x+1

d}' 2x+1 2
I =2e™(3x%)° ' [3x + In(3x%)(3x?)]

Exercicios resolvidos

Determine a primeira derivada em relacio a x para cada uma das fungoes

y = f(x):
Considere a, b, ¢, d e e como constantes.
D Exercicio 6.8

y = log(4 - 5x)
Solucdo:

§= ~Sloge
dx 4 — 5x
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D) Exercicio 6.9
3-7x
3+7x
Solucdo:

dy 1 ‘(3+?x) (-7)-(3-7x)7

dx 3-7x (3 + 7x)°
3+7x

dy_(—21—49x—21+49x)_hﬁ__ 42 _*dyz 42
dx  (3-7x)(3 + 7x) dx (B-7x)3+7x) dx 49x*-9

y=In

D Exercicio 6.10
y= 4]111”'()[4 4+ 3%+ 1)
Solugao:
2
%= 4 Eln‘”*(x‘ +3x+1)

dy 32x°+24
dx  3x*+9x+3

+
x*+ 3x+ 1 Gl

In""P(x*+ 3x+ 1)

D Exercicio 6.11

14x°

] —x?

Solugio:

dy 1 l [I + xz]"” (1-x%)2x~-(1+ x*)(-2x)
dx [I g :{IJ“I 2\1-x? (1-x?)?

] =x*

y=In

dy 1 (2x-2x*+2x+2%) _dy _ 2x dy 2x

= —p
dx 21+:rt1 (1-x%)° dx (1+x)(1-x}) dx 1-x

1-x

Ou, usando a propriedade de logaritmo y = log u® => y = b log u, temos:

yols 1+xz'-*y=ln[1+xjm-*y=-l—ln(l+Iz]

] - x? 1 -x2 2 \1-x
dy 1 1 (1-x)2x—(1-—-x*)(—2x)
dx 2 1+x (1 -x%)?
1l =x*
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dy
T Jsen® (4x + 1) cos (4x + 1)4 Ezz—mssecz (*+x+4)(2x+1)

d}r_ :
——=20sen* (4x+ 1) cos (4x + 1)

| dx = Funcdo secante
|
| = - - secutgu u
I! " Funcao cosseno f A &1 ix
dy du
|. — ey S b
| y=cosu™~» Em SE€Nn u s i Excmplﬂ. 6.33
y = sec (x> + x°)
» Exemplo 6.29 q
i ook i 4 T) S = sec (€ +7) tg (° + X)) (3% + 20)
dy
& el = Funcdo cossecante
= C -*Ei—z— cossec u.cot ud—l'l
D Exemplo 6.30 y= Ol T O Y i
y =cos (Vx + 5)
dy 1 ) Exemplo 6.34
I 7 sen (VX +5)(x + 5)'2 v = cossec (x'2 + 1)
= Funcio tangent ;—‘I: —%}r‘” cossec (x'2 + 1) cotg (x'2 + 1)
ngente
dy du
=1 o 2oy —
| Y g ) dx e d-:{ F = -
| Exercicios resolvidos
- P Exemplo 6.31
y=tg (x2+1) Determine a primeira derivada em relacdo a x para cada uma das funcdes

y = f(x).

Y _
—=2xsec (x*+ 1) D Exercicio 6.17

dx
y=sen (4x*+5) + cos (7x+ 1)
" Funcao cotangente Solugdo:
du dy

y = cotg u=> ay=—- cossec’ u —

Ix — =8xcos (4x* +5)-7sen (7x+ 1)

dx

P Exemplo 6.32
y=cotg (x*+ x + 4)

» Exercicio 6.18

% x
—. : o '+ 5
y sec[3+2] tg (x* +5)
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s BT AN~ T

Solucio:

dy (2x 1) (2 x) (¥ x
G | 3 t5]sec +?)tg(3 +2]+3x"'sec"-(x"+5)

3 2 3

P Exercicio 6.19
y =x8en (x° + 3)
Solugio:

dy
I~ X €08 (X’ +3)(3x%) + sen (X + 3)1

) 4
3= F 3x’ cos (x* + 3) + sen (x* + 3)
P Exercicio 6.20

sen (3x)
cos (4x)

Solucdo:

y= + 7x* sen (3x)

dy - 3 cos (4x) cos (3x) + 4 sen (3x) sen (4x)

dx (cos (4x))? + 21x* cos (3x) + 14x sen (3x)

D Exercicio 6.21

y = tg’ (sen x?)

Solucio:

dy

e 3 tg® (sen x*) sec? (sen x?)2x cos X2

= 6x tg* (sen x?) sec? (sen x?) cos x2

el
dx

Funcdo inversa

Seja y = f(x) uma fungao diferencidvel no intervalo (a.

b) e f’(x) # 0 para todo

X € (a,b). Se a funcio inversa de y = f(x) é x = f-'(y), entio,

dx 1
dy_i:II
dx
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1
]

. composta é dada por

D Exemplo 6.35

Determine a primeira derivada da fungdo inversa, ou seja, jlr ;
7

=y it
5

dx dy 1

dy . dx 2y+1

D Exemplo 6.36

X=yY +y'+2y

dx dy 1

— =57+ 4y + 4y —> L =

dy yitdy +dy dx 5y*+ 4y’ + 4y

Funcoes compostas (Regra da Cadeia)

Se y = f(u) e u = g(x) sdo fungdes difencidveis, entdo a derivada da fungdo

dy dy du
dx du dx
Essa férmula é conhecida como Regra da Cadeia.

P Exemplo 6.37
d
Sey=u?eu=x*+ 3, determine —Y.
dx
dy du
qu 2u -e -a;;- = 2%

Substituindo na férmula da derivada da fun¢dao composta, temos:

dy dy du _dy
I do dx  dx X

Substituindo u = x* + 3 na derivada, temos:

d
Y +3) 2x—r£"=4xﬂ +12x

dx
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